Gewdhnliche Differentialgleichung: NWI
-Sophiane Yahiatene-

Aufgabe 3.1 Sei (X, d) ein vollsténdiger metrischer Raum und f : X — X mit:
Ja € (0,1) - d(f(x), f(y)) < ad(z,y)Ve,y € X

Es existiert genau einen Fixpunkt fiir f, d.h. 'z € X : f(z) =z

Beweis. Sei g € X beliebig. So gilt fiir alle n € N

d(f" (o), fM(x0)) < ad(f™(z0), f (x0)) < @Pd(f" (xo), [ 2(20)) < .. < a™d(f(w0),T0)

(Warum kann man jetzt noch nicht sagen, dass (f™(xo))nen eine Cauchyfolge ist?)

Somit gilt fiir alle m,n e N:n >m

d(f™" (o), f™(w0)) <d(f™(w0), f" " (w0)) 4+ d(f" " (w0), f™(x0))

d(f*(wo), f* M (xo))
oFYd( f (o), mo)

=d(f(x0),x0) Z a7t — 0, n,m — oo
k=m+1

Also ist die Folge (f™(x0))nen eine Cauchyfolge in X. Da X vollsténdig ist

Fz = limp oo ™ (x0) € X

und x ist ein Fixpunkt, denn es gilt offensichtlich

f(l‘) = f(llmn—mofn('rO)) = limn—)oofn—’_l(xO) =Z.

Nun zur Eindeutigkeit:
Sei y € X : f(y) =y ein weiterer Fixpunkt, so gilt:

d(z,y) = d(f(2), f(y)) < ad(z,y) < d(z,y)
=1 —-a)d(z,y) =0=d(z,y) =0
Sr=y

Gilt der Satz auch fiir a = 07

Aufgabe 3.2 Seien v1,v2 € E := {v: [a,b] = U| ~ stetig} mit U C R".
Es existiert d(v1,72) = max;e(q,p) |[71(6) — 72(t)[[, da y1 — 2 stetig auf der beschrénkten Menge [a,b] ist.
Rechne nun die Metrikeigenschaften nach:

i) Symmetrie:

d(y1,72) = max [[y1(t) = y2(t)|| = max [|72(t) — 11 (@)[| = d(v2,7)
t€la,b] t€la,b]



ii) Definitheit:
0< d(fyl’ 72)

0=d(v,7) = Jnax, [71() = 2@ € 71(t) —12(t) =0Vt € [a,b] & 11(t) =72(t) V¢ € [a, 0]

iii) Dreiecksungleichung:
A7) = mao [93(8) = (O < ma (1(0) = 720+ [a(t) = 2 (0)])

< t t) — 4
ma [ (6) = (O] + max [(t) = 1(0)|

= d(71,72) + d(v2,73)
Bemerkung: Der Beweis gilt allgemein fiir Normen, d.h. hier wird keine Skalarproduktnorm vorausgesetzt!

Aufgabe 3.3 Sei X : U — R" ein stetiges Vektorfeld auf der offenen Menge U C R” und v : I — U
eine Kurve.

Behauptung;:
Es gilt %Z(t) = X (v(t)) ¥Vt € I genau dann, wenn v(t) — y(tg) = f; X (v(s))ds fiir ein festes to € I gilt.

Beweis. Durch bestimmte Integration von —( ) = X(v(t)) erhidlt man direkt nach dem Hauptsatz der
Integral-und Differentialrechnung ~(¢) ft (v(s ) fiir ein festes ¢y € I.
Durch Differentiation nach ¢ von () fto (7v(s)) erhélt man ZZ (t) = X(y(2)). O

Aufgabe 3.4 Sei U C R" offen.
Behauptung: Jede lokal Lipschitz Stetige Funktion f : U — R" ist stetig.

Beweis. Seien xg € U und € > 0. Da f in xg Lipschitz Stetig ist gilt:
>0 f(z) = fWl < Lllz —yll Yo,y € Br(z0),

wobei L die Lipschitzkonstante ist.
Fiir 6 < min{7, £} gilt dann

1 (x) = f(@o)ll < Lz = wol < L- % = € Va € Bs(zo)

Warum muss U offen sein?

Was andert sich bei einem Normwechsel?



